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@ Definicién

@ Construcciones
@ Funtores y transformaciones naturales
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ldea intuitiva de categoria
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ldea intuitiva de categoria

Diagrama conmutativo (representacién de h = g o f)
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ldea intuitiva de categoria

id 4 idp
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ldea intuitiva de categoria

id 4 idp

[1941] — Teoria de homotopia
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Fundadores

Saunders Mac Lane Samuel Eilenberg
1909 - 2005 1913 - 1998
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Definicién de categoria

[1942 - 1945]
Una categoria es un par de colecciones ¢ = (Ob(%),F1(¢) = (Ob, Fl))
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Definicién de categoria

[1942 - 1945]
Una categoria es un par de colecciones ¢ = (Ob(%),F1(¢) = (Ob, Fl))
junto con:

@ o: Fl x FI — F1, parcial binaria
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[1942 - 1945]
Una categoria es un par de colecciones ¢ = (Ob(%), F1(¢) = (Ob, Fl))
junto con:

@ o: Fl x FI — F1, parcial binaria
@ dg, 1 : F1 — Ob, llamadas dominio y codominio,
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Definicién de categoria

[1942 - 1945]
Una categoria es un par de colecciones ¢ = (Ob(%), F1(¢) = (Ob, Fl))
junto con:

@ o: Fl x FI — F1, parcial binaria

@ dg, 1 : F1 — Ob, llamadas dominio y codominio,
@ id: Ob — Fl
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Definicién de categoria

[1942 - 1945]

Una categoria es un par de colecciones ¥ = (Ob(%), F1(¢) = (Ob, Fl))
junto con:

@ o: Fl x Fl — F1, parcial binaria
@ 0p, 01 : F1 — Ob, llamadas dominio y codominio,
e id: Ob — FlI

que verifican:

o Vf,g € Fl, fog esta definida < 01(g) = do
En dicho caso, do(fog) = do(g) y 01(fog) =

(f)-
d1(f)
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Definicién de categoria

[1942 - 1945]

Una categoria es un par de colecciones ¥ = (Ob(%), F1(¢) = (Ob, Fl))
junto con:

@ o: Fl x Fl — F1, parcial binaria
@ 0p, 01 : F1 — Ob, llamadas dominio y codominio,
@ id: Ob — Fl
que verifican:
o Vf,g € Fl, fog esta definida <= d1(g) = do(f).
En dicho caso, do(f o g) = do(g9) y 01(f o g) = 01(f)

@ o es asociativa: (f o g) o h estd definida <= fo(goh) lo ests;
en cualquier caso (fog)oh= fo(goh)
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Definicién de categoria

[1942 - 1945]

Una categoria es un par de colecciones ¥ = (Ob(%), F1(¢) = (Ob, Fl))

junto con:
@ o: Fl x Fl — F1, parcial binaria
@ 0p, 01 : F1 — Ob, llamadas dominio y codominio,
@ id: Ob — Fl
que verifican:
o Vf,g € Fl, fogestd definida <= 61(g9) = do(f)-
En dicho caso, do(f o g) = do(g9) y 01(f o g) = 01(f)

@ o es asociativa: (f o g) o h estd definida <= fo(goh) lo ests;

en cualquier caso (fog)oh= fo(goh)

e Vz € Ob, do(id(z)) = 61(id(z)) = =
Vf eFl x=70d0(f) implica foid(x) = f
y = 01(f) implica que id(y)o f = f

Federico Font (FIQ - IMAL) Categorias: Una introduccién a esta charl 16-06-2017

13 / 42



Definicién de categoria

Adoptaremos las notaciones:
id,; = id(x)
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Definicién de categoria

Adoptaremos las notaciones:
id,; = id(x)

fia—bsi feFLo(f)=aydi(f)=0>
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Definicién de categoria

Adoptaremos las notaciones:
id,; = id(x)

fia—bsi feFLo(f)=aydi(f)=0>

Siempre que se sobre entienda del contexto, evitaremos poner el simbolo o
para la composicién de flechas (f o g = fg)
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Definicién de categoria

Adoptaremos las notaciones:
id,; = id(x)

fia—bsi feFLo(f)=aydi(f)=0>

Siempre que se sobre entienda del contexto, evitaremos poner el simbolo o
para la composicién de flechas (f o g = fg)

Cuando se tenga la composicién de tres o mas flechas, obviaremos la
utilizacién de los paréntesis
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Ejemplos de categorias

Set Objetos: conjuntos; flechas: funciones entre ellos.
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Ejemplos de categorias

Set Objetos: conjuntos; flechas: funciones entre ellos.

Grp Objetos: grupos; flechas: morfismos que respetan las operaciones.
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Ejemplos de categorias

Set Objetos: conjuntos; flechas: funciones entre ellos.
Grp Objetos: grupos; flechas: morfismos que respetan las operaciones.

BA Ojetos: algebras de Boole; flechas: morfismos que preservan orden y el
maximo.
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Ejemplos de categorias

Set Objetos: conjuntos; flechas: funciones entre ellos.
Grp Objetos: grupos; flechas: morfismos que respetan las operaciones.

BA Ojetos: algebras de Boole; flechas: morfismos que preservan orden y el
maximo.

FDL Ojetos: reticulos distributivos finitos; flechas: morfismos que preservan
el orden.
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Ejemplos de categorias

Set Objetos: conjuntos; flechas: funciones entre ellos.
Grp Objetos: grupos; flechas: morfismos que respetan las operaciones.
BA Ojetos: algebras de Boole; flechas: morfismos que preservan orden y el
maximo.
FDL Ojetos: reticulos distributivos finitos; flechas: morfismos que preservan
el orden.

FPos Objetos: conjuntos finitos parcialmente ordenados; flechas: morfismos
que preservan el orden.
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Ejemplos de categorias

Set Objetos: conjuntos; flechas: funciones entre ellos.
Grp Objetos: grupos; flechas: morfismos que respetan las operaciones.
BA Ojetos: algebras de Boole; flechas: morfismos que preservan orden y el
maximo.
FDL Ojetos: reticulos distributivos finitos; flechas: morfismos que preservan
el orden.

FPos Objetos: conjuntos finitos parcialmente ordenados; flechas: morfismos
que preservan el orden.

Top Objetos: espacios topoldgicos; flechas: funciones continuas.
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Otros ejemplos de categorias

Matry (la categoria de todas las matrices rectangulares, con
entradas en F') Objetos: los naturales; flechas: la matriz A de
m X n es considerada como una flecha A : n — m, con la
composicién el producto usual de matrices
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Otros ejemplos de categorias

Matry (la categoria de todas las matrices rectangulares, con
entradas en F') Objetos: los naturales; flechas: la matriz A de
m X n es considerada como una flecha A : n — m, con la
composicién el producto usual de matrices

o Todo preorden puede ser considerado como una categoria,
donde existird p — p’ sii p < p’. En particular, Ny R pueden
ser consideradas como categorias
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Otros ejemplos de categorias

Matry (la categoria de todas las matrices rectangulares, con
entradas en F') Objetos: los naturales; flechas: la matriz A de
m X n es considerada como una flecha A : n — m, con la
composicién el producto usual de matrices

o Todo preorden puede ser considerado como una categoria,
donde existird p — p’ sii p < p’. En particular, Ny R pueden
ser consideradas como categorias

Cat La categoria de todas las categorias
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El producto

A+— AxB —— B
p1 P2
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El producto
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El producto

Q
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El producto

{z;}ier con x; objetos. El producto es un par
(Mierzi, {pi : Mieri = Ti}ier)

tal que dado cualquier otro par (y,{f; : y — x;}icr), existe una anica
flecha f : y +— M;cra; que satisface f; = p; o f para todo ¢ € I.

SN

x1<—ac1><m2—>az2

Y
¥
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El producto

{z;}ier con x; objetos. El producto es un par
(Mierzi, {pi : Mieri = Ti}ier)

tal que dado cualquier otro par (y,{f; : y — x;}icr), existe una anica
flecha f : y +— M;cra; que satisface f; = p; o f para todo ¢ € I.

SN

1‘1(—%1X$2—>QZ2

Y

Si el producto existe, es Gnico salvo isomorfismo
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El producto

Supongamos que (y,{f; : y — =i }icr), es otro producto de {z; }ier,
los siguientes dos diagramas conmutan para todo x;

y por lo tanto g o f =id,
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luego

19 / 42



Dualidad

Decimos que dos propiedades (categorias) son duales si una se obtiene de
la otra, invirtiendo el sentido de sus flechas
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Otras construcciones (/imites [1948 - 1950])

y
/z.\y
fi

T T)xll_lﬂCQ (p—2$2
Coproducto

f
s ==y
g

g

Ecualizador

& ---r o

Pushout
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Funtores

Llamaremos funtor a un morfismo de categorias
T:¢ — 92,
compuesto de dos funciones, la funcién objeto y la funcién flecha

La primera asigna a cada objeto ¢ de %, el objeto Tc en &

La segunda asigna a cada flecha f: ¢ — ¢ de €, la flecha Tf : Tc — T¢

Y satisfacen

Tid. = id. y T(fog)=TfoTyg.
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Ejemplos de funtores

& . Set — Set
asigna a cada conjunto su conjunto de partes

y a cada funcién X i> Y, aquella que a cada V C X lo mapea a
fvycy
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Ejemplos de funtores

U:Grp — Set
a cada grupo G le asigna el conjunto de sus elementos

a cada morfismo de grupos f, le asigna la funcién correspondiente entre
sus elementos
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Ejemplos de funtores

U:Grp — Set

a cada grupo G le asigna el conjunto de sus elementos

a cada morfismo de grupos f, le asigna la funcién correspondiente entre
sus elementos

Funtores de este tipo son conocidos como funtores olvido, y son
caracterizados por enviar una cierta estructura en su conjunto de elementos
y los morfismos de la estructura, en funciones entre los conjuntos.
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Ejemplos de funtores

% (c,-): € — Set; c un elemento de ¥
a cada objeto d de ¢, le asigna el conjunto de todas las flechas entre c y d
dada una flecha f : d — d', le asigna la funcién en Set:

C(c,f): €(c,d) — €(c,d)
(g:cd)— (fog:crd)
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Funtores covariantes vs. contravariantes

Los funtores definidos anteriormente son covariantes
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Funtores covariantes vs. contravariantes

Los funtores definidos anteriormente son covariantes

Si invierte el sentido de la flecha (es decir, si la imagen de f:c— ¢ es
Tf:Td — Te), decimos que el funtor es contravariante
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Transformaciones naturales

Sy T funtores de ¥ en 9

Una transformacion natural 7 = {7.}.c¢ de S a T es una familia de flechas

que satisface:
Q@ 7.€F(2)y1.:Sc—Tec VeeE;
Q si f:c— c esuna flecha en &, entonces el siguiente diagrama

conmuta
c Se —— Te
fl Sfl le
d Sd — T
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Equivalencias

Generalmente queremos saber cuando dos categorias son similares
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Equivalencias

Generalmente queremos saber cuando dos categorias son similares

Un funtor S : &7 — % es un isomorfismo de categorias si existe
T:% — o tal que ST =idy y TS = id. J

Federico Font (FIQ - IMAL)

Categorias: Una introduccién a esta charl

16-06-2017 26 / 42



Equivalencias

Generalmente queremos saber cuando dos categorias son similares

Un funtor S : &7 — % es un isomorfismo de categorias si existe
T:% — o tal que ST =idy y TS = id. J

Si en la definicién anterior pedimos ST ~ idy¢ y TS ~ id,/, decimos que S
es una equivalencia de categorias.
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Equivalencias

Generalmente queremos saber cuando dos categorias son similares

Un funtor S : &7 — % es un isomorfismo de categorias si existe
T:% — o tal que ST =idy y TS = id. J

Si en la definicién anterior pedimos ST ~ idy¢ y TS ~ id,/, decimos que S
es una equivalencia de categorias.

Cuando la equivalencia es entre una categoria y el dual de otra categoria
(es decir, cuando el funtor que la determina es contravariante), decimos
que es una dualidad de categorias
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Funtores fieles, plenos y densos

Es fiel si, dadas dos flechas f, g : ¢ — ¢ distintas, tenemos que Tf # Tg.
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Funtores fieles, plenos y densos

Es fiel si, dadas dos flechas f, g : ¢ — ¢ distintas, tenemos que Tf # Tg.
i.e., es inyectivo en flechas.

Federico Font (FIQ - IMAL) Categorias: Una introduccién a esta charl 16-06-2017 27 / 42



Funtores fieles, plenos y densos

Es fiel si, dadas dos flechas f, g : ¢ — ¢ distintas, tenemos que Tf # Tg.
i.e., es inyectivo en flechas.

Un funtor T : € — 2 es pleno si, para toda flecha Tc L1 en 2,
existe ¢ —25 ¢’ de manera que f = Tg.
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Funtores fieles, plenos y densos

Es fiel si, dadas dos flechas f, g : ¢ — ¢ distintas, tenemos que Tf # Tg.
i.e., es inyectivo en flechas.

Un funtor T : € — 2 es pleno si, para toda flecha Tc L1 en 2,
existe ¢ —25 ¢’ de manera que f = Tg. i.e., es sobreyectivo en flechas.
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Funtores fieles, plenos y densos

Es fiel si, dadas dos flechas f, g : ¢ — ¢ distintas, tenemos que Tf # Ty.
i.e., es inyectivo en flechas.

Un funtor T : € — 2 es pleno si, para toda flecha Tc L1 en 2,
existe ¢ —25 ¢’ de manera que f = Tg. i.e., es sobreyectivo en flechas.

Es denso si para todo objeto d € Z existe un objeto ¢ € € tal que d ~ Te.
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Funtores fieles, plenos y densos

Es fiel si, dadas dos flechas f, g : ¢ — ¢ distintas, tenemos que Tf # Ty.
i.e., es inyectivo en flechas.

Un funtor T : € — 2 es pleno si, para toda flecha Tc L1 en 2,
existe ¢ —25 ¢’ de manera que f = Tg. i.e., es sobreyectivo en flechas.

Es denso si para todo objeto d € Z existe un objeto ¢ € € tal que d ~ Te.

Un funtor S : & — % es una equivalencia de categorias sii es fiel, pleno y
denso.
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Un ejemplo de equivalencia

F' un cuerpo

FinVecr la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita sobre F'
(con flechas las transformaciones lineales)
Matry como antes

Luego FinVecy es equivalente a Matrp.
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Un ejemplo de equivalencia

F' un cuerpo

FinVecy la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita sobre F'
(con flechas las transformaciones lineales)
Matryr como antes

Luego FinVecy es equivalente a Matrp.

Demostracion

T : FinVecyp — Matrp
V = dim(V)
(f:VoW)— A

con A la representacién matricial de la transformacién lineal f para alguna
base de Vy W
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Un ejemplo de equivalencia

F' un cuerpo

FinVecy la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita sobre F’
(con flechas las transformaciones lineales)

Matryr como antes

Luego FinVecy es equivalente a Matrp.

Demostracién

Es fiel, pues para dos transformaciones distintas, sus representaciones
matriciales también lo son
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Un ejemplo de equivalencia

F' un cuerpo

FinVecy la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita sobre F'
(con flechas las transformaciones lineales)
Matryr como antes

Luego FinVecy es equivalente a Matrp.

Demostracién

Es pleno, pues dada cualquier matriz A podemos definir una
transformacién natural cuya representacién matricial sea A
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Un ejemplo de equivalencia

F' un cuerpo

FinVecr la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita sobre F'
(con flechas las transformaciones lineales)

Matry como antes

Luego FinVecy es equivalente a Matrp.

Demostracion

Es claramente denso, pues para todo n € N, podemos tomar F”, y
entonces T(F") =n
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Otros ejemplos de equivalencia

Stone Entre la categoria de las algebras de Boole y los espacios de
Stone (espacios compactos y totalmente disconexos)
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Otros ejemplos de equivalencia

Stone Entre la categoria de las algebras de Boole y los espacios de
Stone (espacios compactos y totalmente disconexos)

Gelfand Entre la categoria de C*—algebras conmutativas y la de los
espacios de Hausdorff compactos
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@ Decategorificacion y los nimeros naturales
@ Intuicién
@ Decategorificacién de FinSet
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Contando ovejas

La parabola del pastor

Long ago, when shepherds wanted to see if two herds of sheep were
isomorphic, they would look for an explicit isomorphism. In other words,
they would line up both herds and try to match each sheep in one herd
with a sheep in the other.
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Contando ovejas

La parabola del pastor

Long ago, when shepherds wanted to see if two herds of sheep were
isomorphic, they would look for an explicit isomorphism. In other words,
they would line up both herds and try to match each sheep in one herd
with a sheep in the other.

But one day, along came a shepherd who invented decategorification. She
realized one could take each herd and 'count’ it, setting up an isomorphism
between it and some set of 'numbers’, which were nonsense words like "one,
two, three,?" specially designed for this purpose.
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Contando ovejas

La parabola del pastor

Long ago, when shepherds wanted to see if two herds of sheep were
isomorphic, they would look for an explicit isomorphism. In other words,
they would line up both herds and try to match each sheep in one herd
with a sheep in the other.

But one day, along came a shepherd who invented decategorification. She
realized one could take each herd and 'count’ it, setting up an isomorphism
between it and some set of 'numbers’, which were nonsense words like "one,
two, three,?" specially designed for this purpose.

By comparing the resulting numbers, she could show that two herds were
isomorphic without explicitly establishing an isomorphism! In short, by
decategorifying the category of finite sets, the set of natural numbers was
invented.
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Contando ovejas
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Contando oveja
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Contando oveja
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Definicién de A

Vamos a definir .4 como el conjunto de las clases de equivalencia, donde
dos conjuntos en FinSet son equivalentes si existe una biyeccién entre
ellos (son isomorfos en FinSet)
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Definicién de A

Vamos a definir .4 como el conjunto de las clases de equivalencia, donde
dos conjuntos en FinSet son equivalentes si existe una biyeccién entre
ellos (son isomorfos en FinSet)

Definiremos en .4 la suma como la clase de la unién disjunta (i.e. el
coproducto en FinSet),
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Definicién de A

Vamos a definir .4 como el conjunto de las clases de equivalencia, donde
dos conjuntos en FinSet son equivalentes si existe una biyeccién entre
ellos (son isomorfos en FinSet)

Definiremos en .4 la suma como la clase de la unién disjunta (i.e. el
coproducto en FinSet),

y el producto como la clase del producto cartesiano (i.e. el producto en
FinSet)
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Algunas observaciones

Hemos definido la suma y el producto en .4 con construcciones de
FinSet, sin embargo es facil probar que si A ~ A’ y B ~ B’ entonces
AUB~AUB yAxB~A x B
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Algunas observaciones

Hemos definido la suma y el producto en .4 con construcciones de
FinSet, sin embargo es facil probar que si A ~ A’ y B ~ B’ entonces
AUB~AUB yAxB~A x B

El coproducto no es un conjunto, sin embargo la propiedad universal de su
definicién nos permite saber que son biyectivos (y de igual manera para el
producto)
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Propiedades de las operaciones

En cualquier categoria vale que, de existir el producto (o el coproducto),
entonces el mismo es asociativo y conmutativo
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Propiedades de las operaciones

En cualquier categoria vale que, de existir el producto (o el coproducto),
entonces el mismo es asociativo y conmutativo

No en toda categoria (con productos y coproductos) vale la distributividad.
Sin embargo, tenemos el siguiente resultado:

Teorema

Toda categoria cartesianamente cerrada con coproductos finitos, es
distributiva.

donde cartesianamente cerrada significa que tiene productos y
exponenciacion
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Propiedades de las operaciones

En cualquier categoria vale que, de existir el producto (o el coproducto),
entonces el mismo es asociativo y conmutativo

No en toda categoria (con productos y coproductos) vale la distributividad.
Sin embargo, tenemos el siguiente resultado:

Teorema

Toda categoria cartesianamente cerrada con coproductos finitos, es
distributiva.

donde cartesianamente cerrada significa que tiene productos y
exponenciacion

x T Xy

! |

IAg  Agxidy | 9 Hom(z X vy, z) ~Hom(x, 2¥)
v v

zY Xy — 2

eval

Figura: Exponenciacién de objetos
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Bosquejo de la demostracion de la asociatividad

Resultado previo

Las proyecciones del producto son flechas ménicas.

piofi=piofo = fi=fo.
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Bosquejo de la demostracion de la asociatividad

Resultado previo

Las proyecciones del producto son flechas ménicas.

piofi=piofo = fi=fo.

Demostracién

piofi=piof2

f1

f2

Migr®i ————— i

N,
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Bosquejo de la demostracion de la asociatividad
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Bosquejo de la demostracion de la asociatividad

Ax (BxCQC)
P \
A+— AxB > B < BxC ——C
4 /
P
(Ax B)xC
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Bosquejo de la demostracion de la asociatividad

Ax (BxCQC)
pP1
p2
AdL— AxB s B < Bx(C ——C
2
Ph
(Ax B)xC
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Bosquejo de la demostracion de la asociatividad

Ax (BxCQC)

p1
p2

A+——— AXx B Bx(C —=C

N
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Bosquejo de la demostracion de la asociatividad

Bx(C —=C
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Bosquejo de la demostracion de la asociatividad
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Neutros

Definimos como 0 a la clase de equivalencia del conjunto vacio, y 1 a la de

los conjuntos con un elemento (para evitar ambigiiedades, digamos la clase
de equivalencia de {{0}})
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Neutros

Definimos como 0 a la clase de equivalencia del conjunto vacio, y 1 a la de

los conjuntos con un elemento (para evitar ambigiiedades, digamos la clase
de equivalencia de {{0}})

() es inicial en FinSet y cualquier conjunto de 1 es terminal
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Neutros

Definimos como 0 a la clase de equivalencia del conjunto vacio, y 1 a la de
los conjuntos con un elemento (para evitar ambigiiedades, digamos la clase

de equivalencia de {{0}})

() es inicial en FinSet y cualquier conjunto de 1 es terminal

Tenemosque X + 0~ Xy X x1~X
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Neutros

Definimos como 0 a la clase de equivalencia del conjunto vacio, y 1 a la de
los conjuntos con un elemento (para evitar ambigiiedades, digamos la clase

de equivalencia de {{0}})
() es inicial en FinSet y cualquier conjunto de 1 es terminal

Tenemosque X + 0~ Xy X x1~X

FinSet es una symmetric rig category J
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Otras formas de obtener N

Podemos obtener la estructura de N decategorificando las siguientes
categorias

@ la categoria de los espacios vectoriales, tomando la suma como la
suma directa y la multiplicaciéon como el producto tensorial
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Otras formas de obtener N

Podemos obtener la estructura de N decategorificando las siguientes
categorias

@ la categoria de los espacios vectoriales, tomando la suma como la
suma directa y la multiplicaciéon como el producto tensorial

e FinSetg la subcategoria de FinSet que tiene por flechas solo las
biyecciones
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Problemas al intentar extender el resultado

Supongamos que para cada objeto X de una categoria, existe otro — X tal
que — X +X ~0
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Problemas al intentar extender el resultado

Supongamos que para cada objeto X de una categoria, existe otro — X tal
que — X +X ~0

Luego, para cualquier otro objeto Y tendriamos una Gnica flecha de

—X 4+ X a Y, pero esto significaria que tanto X como —X son iniciales
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Problemas al intentar extender el resultado

Supongamos que para cada objeto X de una categoria, existe otro — X tal
que — X +X ~0

Luego, para cualquier otro objeto Y tendriamos una Gnica flecha de
—X 4+ X a Y, pero esto significaria que tanto X como —X son iniciales

Y
0

!

X — s X+ X — X
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